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| RESOLUTION D'UNE EQUATION PAR LA METHODE D'EULER (Correction) I

Obijectifs » Mettre en oeuvre la méthode d'Euler pour détermine solution numérique d'une équation différdiatie
* Trouver le modéle le plus pertinent pour l'expi@ssle la force de frottement fluide.

| EXPERIENCE [ '?._ L0 7 v(mis)
_ R . - » 094 v,
» On s'intéresse a la chute verticale d'une bitleiel : lim
dans I'huile. Une chronophotographie de I'expége >’ 08
et un pointage Aviméca ont permis d'obtenir : ' 0,7 -
graphe v(t) ci-contre. > 6 | v(t)
* La vitesse limitev;, et le temps caractéristique : ’
de la chute sont rappelés sur le graphe. = 0.5 A ‘
* Les caractéristiques de la bille d'acier sont : > 0.4 - -
-Masse m=4,08g Diamétre d = 10 mm > ’ Vimexp) = 0,94 m.S _
volumeV. > 034 1=0,085s
. =
- Masse volumique de la billg:= 7 796 kg.n? > 021 f
- Masse volumique de I'huilep, = 920 kg.n'. = o1 47 T
- Intensité de la pesanteur: g = 9,80 m.g = t(s)
_ 0,0 - . , , ,
Il MODELISATION DE LA CHUTE — 2 o o2 o oA

* Selon le type de force de frottement que I'on icléme, I'équation différentielle du mouvement suvitesse s'écrit :

dv

dv dv
dt

C °1: f=
asn kv at

+Av=B (1) Casn°2: f=kA

et |B =({1 - &j
P

1) Valeur de la constani avec3 chiffres significatifs: B = {1 - p—;j = 9,80x [ 1- %}j =8,64 m.g.

+A,v2=B (2

el

avec | A

2) Siv=Vj, =0,94 m3 = cte alors%= 0:

) B 8,64
dans I'équation (1): Nim =B - Aj=—=—""=919 &
q ( ) 1A/I|m 1 V|im 0'94
, . B 8,64 9
dans I'équation (2): A2, =B < A, = = = 9,78 m
q ( ) ZQ/ lim 2 V2|im (0’94)2

3) Expressions numériques des deux équationgelitiélles:

%+9,19.v= 8,6 (1) %+9,78.\F =86 (2

Il RESOLUTION NUMERIQUE D'UNE EQUATION DIFFERENTIE LLE SELON LA METHODE D'EULER
1) La méthode d'Euler

» La méthode d'Euler est umeéthode numériquede résolution d'une équation différentielle, gsti employée lorsqu'aucumselution

dv  Av
analytique n'est possible. Pour des intervalles de tefvigpetits" on peut faire I'approximation suivanfgt% = A
avec Av = v(t+At) — v(t), variation de la vitesse entre les datetst +At.
or dv _ Av Lo
a) I''cas: on a:d—t = At =B-A.v or Av = v(t+At) — v(t) donc il vient: | v(t AL = v(t) + (B — A.v(t)) x At|
de dv Av o
b) Z%cas: ona: =~ =B-AV2 or Av=v(t+At) — v(t) donc il vient | v(tAt) = v(t) + (B — A.V2(t)) x A
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Les constante#\;, A, et B étant connues, les conditions initiales étant aemnet la valeur du "padit ayant été choisie, on peut
construire point par point le graphe v(t).

2) Calculs "a la main”

« At =0,010s
* La bille est lachéeans vitesse initialex la dateg = 0.

Cas n°1 : modélisation de f en f = kv

a)
Expression de t Valeur de t (s) Expression de v(t) Valeur de v(t) (m.s*)
to 0,000 v(p) 0,000
t =+ At 0,010 v(ty) = v(tp) + (B — Anv(ty)).At 0,086
to =+ At 0,020 v(tp) = v(t) + (B — Anv(ty)).At 0,165
t3 =t + At 0,030 V(ts) = v(t) + (B — Av(ty)).At 0,236
ty =t + At 0,040 V(ty) = v(ts) + (B — Av(ta)).At 0,301

Cas n°2 : modélisation de f en f = kv?

b)
Expression de t Valeur de t (s) Expression de v(t) Valeur de v(t) (m.s*)
to 0,000 v(p) 0,000
t =+ At 0,010 v(ty) = v(tp) + (B — An.v3(tp)).At 0,086
t, =+ At 0,020 V(tp) = v(t) + (B — An.V3(1y)).At 0,172
t3 =t + At 0,030 V(ts) = V() + (B — Ap.v3(t)).At 0,256
ty =t + At 0,040 V(ts) = v(ts) + (B — An.v3(t3)).At 0,336

3) Résolution avec un tableur
* Les calculs fastidieux "a la main" peuvent étromatisés avec un ordinateur et un tableur, té&bael .

Cas n°l1 : modélisation de f en f = kv

a) Formule de calcul pour calculgrdans la cellulé&10: = A9+B$3
formule de calcul pour calcule(t;) dans la cellul®10: = B9+(B$5-B$4*B9)*B$3

b) Graphe de(t) obtenu par la méthode d'Euler et les points erpmiaux:

1,0 ¢ v{mE)
0,9 4
0,5 4
0,7 4
0,6
0,5 4

0,4 -
0,5 -
0.2 - Modkle enf=kl.»

Expérience

0,1 -
1

e . . . )

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4

E) ] £} £} £l

c) Le modéle erf =k..v n'est pas satisfaisant car le graphe v(t) obtarec la méthode d'Euler est situé au—dessous dets po
expérimentaux.
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Cas n°2 : modélisation de f en f = kv*

a) formule de calcul pour calculgrdans la cellulé10: = A9+B$3
formule de calcul pour calculet;) dans la cellul®10: =B9+(B$5-B$4*B9/2)*B$3

b) graphe de(t) obtenu par la méthode d'Euler et les points erpriaux.

1,0 ¢ v(mis)
0,9 4
0,5 4
0,7 4
0,6 4
0,5 4
0,4 4

0,3 Expérience
0.2 1 Maodéle en £= 12 +*
0,1 -

1
e . . . )
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4

c) Le modelef = k,.v* n'est pas satisfaisant car le graphe v(t) obtamc &a méthode d'Euler passe au-dessus de cepaints
expérimentaux.

Cas n°3 : modélisation de fen f =k V"

+ Les deux modélisations précédentes n'étant piassdntes, on envisage une troisiéme possibifitéks.v". L'équation différentielle

. dv
correspondante s'écrit:| Cas n°3: favk m +Azv" =B

a) Pour le modelé = ky.v, les points expérimentaux sont au-dessus du grafphéandis que pour le modéle= k,.v2 certains points
expérimentaux sont au-dessous du graphe v(t).
On peut donc conclure queest compris entre 1 et 2lans le modéld:= k;.v"

b) Pour v =v;,, = 0,94 m.g = cte alors%: 0:

équation (3): AVin=B < |Ag= nB
Vlim
c¢) formule de calcul pouk; dans la celluldé34: = B$5/0,94"B6
formule de calcul pour calculgrdans la cellulé@11: = A10+B$3

formule de calcul pour calculeft;) dans la cellul@11: = B10+(B$5-B$4*B10"B$6)*B$3
d) La valeur den avec le curseur qui donne la modélisation la patsfaisante esth = 1,5

e) Graphe de v(t) obtenu par la méthode d'Eulkrsgboints expérimentaux avec n = 1,5.

1,0 7 wimis)

0,9 - T

0,5 - /

0,7 1 S

05

0,5 -

0,4

0,5 - Expérence

0.2 1 Modék en £'=k3.+7°n

0,1 -

00 4 . : . . ts)
0,0 o1 nz 0,3 0,4
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f) La modélisation dé la plus satisfaisante est: f K"
avec:

ks = m.A; = 4,08.10° x 9,48 =3,87.10% (S.1)
finalement:

f=3,87.10 x v}
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g) Lorsque le régime permanent est atteint,vi, = 0,94 m.8 donc: f = 3,87.1¢° x 0,94 =3,5.10° N

h) Poids de la bille = m.g = 4,08.18 x 9,80 =4,0.10° N

f + B, en régime permanent

Poussé d'ArchimédeP, =p, x V x g = 920x (4rtx (5,0.10°)° /3)x 9,80 =4,7.10° N

f+P,=35.10+4,7.10=3,97.10N=4,0.10° N=P

Le résultat pouvait &tre prévu car en régime peemale vecteur vitesse est constant déhe:f + P, =0
En projection suivant un axe vertical orienté ersas: P —f—pP=0 < P=f+R|

4) Influence du pasAt sur la résolution de I'équation différentielle pa la méthode d'Euler

a) Graphes de(t) pourAt = 0,010 set pourAt = 0,100 s

1,0 7 vimis) 1,0 7 virmis)
0,9 - e |0 T
D,E i / D,E -
0.7 y. 0.7
0.6 f=0010= 0.6 A=0,100 s
0,5 0,5 -
0.4 0.4
| . Expérierce
0,3 Expérence 0,3 -
—— Modéle enf'= k3.+"n
0,2 1 —— Maodik enf=k3vn | %2
0.1 - 0.1 - /
t t
0,0 -4 ; ; , A oo X : ; ; A
0,0 0,1 02 0,3 0,4 00 0,1 0,2 03 0,4

b) PourAt > 0,100 s, le graphe v(t) s'éloigne nettementpaists expérimentaux. Pour étre applicable, lehod d'Euler doit utiliser un

pas d'intégratiot "pas trop grand".

¢) Pour une bonne modélisatiah= 0,010 s.
La constante de temps est= 0,085 s

Onadonc:t/At=85 « At=1/8,5=1/10.

Une condition d'utilisation de la méthode d'Eulerst est donc.
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IV APPLICATION DE LA METHODE D'EULER A LA CHARGE D' UN CONDENSATEUR

» On considére un circuit (RC) série alimenté pagénérateur de tension constante E.

1) Schéma du circuit (RC) et équation différengigliir la tension(t) aux bornes du condensateur

i [

Loi d'additivité des tensions: E = R.i(t) (i)

+ R Or i(t) = C.dy/ dt
E Donc: E=R.C.du dt + y(t)

En posant = RC et en divisant tous les termes pawient:

) C = | w due , uc_ E
dt T T
YN\

2) Exprimons y(t+At):

Pour des intervalles de temfis"petits” on peut faire I'approximation suivan%?t—c = %
A o _
On a:% = % = E. % or Au = U(t+At) — u(t) donc il vient; Wt +At) = w(t) + [uj x A
T T

» Dans la cellule B10 on tapeB9+H$5*(H$3-B9)/H$4

» Sachant qu'une solution de I'équation différelatiest W(t) = E.(1 — exp(-t)), on tape dans la cellule C10 de la colong® théo:
=H$3*(1-EXP(-A10/H$4))

3) Allure des deux graphes:

50 1 | |
| |
| |

| |

| |

45 F-—mm e —. —. —. ;.—.—.—.—"iin—nn.#mn-mnnnmnnmn-n‘nnnnn
ant

40 F-- g -

R,

35 -1 -~ o -

3,0 -

o uc(t) Euler

25 ¢ ® uc(t) théo

15 b

10 F-------~

05 (g -------

0,0

On constate que les deux graphes sont pratiquesupatposés.
4) Vérifions que la conditioAt << T est valable:At = 0,010 s et =R.C=0,10s donét <<t avecAt =1/ 10.
siAt=T1 ouAt >1 les graphes ne se superposent plus.



